Euklid: Stoicheia (Euklids Elemente)

Buch VIII.

Uber eingefiigte Hypertextmarkiernngen kann der griechische Text in der Fassung von 1. L. Heiberg anfzerufen werden.

VIII.1.

Stehen mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und sind die erste und letzte
Zahl teilerfremd, dann sind sie die kleinsten unter denen, die im gleichen Verhiltnis
wie sie stehen.

Wenn die Zahlen A, B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen
und A und D teilerfremd sind, dann, sage ich, sind die Zahlen A, B, C,
D die kleinsten unter denen, die im gleichen Verhiltnis wie sie stehen. sl 12| 18| 27
Denn sind sie dies nicht, dann stehen andere Zahlen E, E, G, H, die
kleiner als A, B, C, D sind, im gleichen Verhaltnis wie diese, weshalb sich
A zu D wie E zu H verhalt.

A und D sind teilerfremd und teilerfremde Zahlen sind die kleinsten

unter denen, die im gleichen Verhiltnis stehen und deren gleiche Teiler

sie sind, die kleinere von den kleineren wie die gré3ere von den

grofleren, namlich das Vorderglied von den Vordergliedern und das Hinterglied von den
Hintergliedern. Dann ist E Vielfache von A, die kleinere von der gré3eren, was nicht moglich
ist.

Also sind die Zahlen E, F, G, H, nicht kleiner als A, B, C, D.

Deshalb sind A, B, C, D die kleinsten Zahlen unter denen, die im gleichen Verhaltnis stehen,
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Istin A:B=B:C=C:D, wobeiA, B, C, D natlirliche Zahlen sind, A und D teilerfremd,
dannsind A, B, C, D die kleinsten Zahlen, mit denen diese fortlaufende Proportion darstellbar ist .

Da B=A-qg und C=B-q, somit D=C-q,
ist C=A @
und D=A-g® undesliegtmit A, B, C, D eine geometrische Folge vor.
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VIII.2.

Die kleinsten Zahlen finden, die in einem vorgegebenen Verhiltnis stehen.

Ist das Verhiltnis in kleinsten Zahlen A zu B gegeben, dann sollen weitere kleinstmogliche
Zahlen gefunden werden, die im diesem Verhiltnis stehen.

Es sollen nun vier Zahlen gefunden werden, die im gegebenen Verhiltnis stehen.

Es sei A mit sich multipliziert C, A multipliziert mit B gleich D, B mit sich multipliziert E,
A multipliziert mit C gleich F, A multipliziert mit D gleich G, A multipliziert mit E gleich H,
B multipliziert mit E gleich K.

Da A mit sich multipliziert C ergibt und A multipliziert mit B gleich D, verhalt sich A zu B wie
C zu D. Da nun A multipliziert mit B gleich D ist und B multipliziert mit sich E, also A und B
mit B multipliziert D und E ergeben, verhilt sich A zu B wie D zu E.

Also verhilt sich C zu D wie D zu E und diese wie A zu B.

Da A multipliziert mit C gleich F ist, A multipliziert mit D gleich G, verhilt sich C zu D wie F
zu G. Da sich C zu D wie A zu B verhilt, verhilt sich F zu G wie A zu B.

Da A multipliziert mit D gleich G ist und A multipliziert mit E gleich H, verhilt sich D zu E
wie G zu H.

Da sich D zu E verhalt wie A zu B, verhilt sich G zu H wie A zu B.

Da aber A multipliziert mit E gleich H ist und B multipliziert mit E gleich

K, verhalt sich H zu K wie A zu B. Also verhalten sich F zu G wie G zu

H und wie H zu K und diese wie A zu B. 2
Die Zahlen C, D, E, so wie F, G, H, K stehen also in Proportion wie
A zu B, und, sage ich, sind auch die kleinsten.

Da A und B die kleinsten Zahlen sind, die in ihrem Verhaltnis stehen,
sind sie teilerfremd. 4 6 9
Da A und B mit sich multipliziert C und E ergeben, diese mit thnen
multipliziert F und K ergeben, sind C und E, sowie F und K teilerfremd.
Es sind Zahlen in Proportion, deren erste und letzte teilerfremd sind,
auch die kleinsten, die im gleichen Verhiltnis stehen. 8| 12| 18| 27

Deshalb sind C, D, E, wie auch F, G, H, K die kleinsten Zahlen, die im
gleichen Verhiltnis stehen wie A und B, was zu zeigen war.

Zusatz: Offensichtlich sind bei drei kleinsten Zahlen in fortlaufend gleicher
Proportion, die erste und die letzte Zahl die Quadratzahlen des Vorderglieds und des
Hinterglieds der Proportion, jedoch bei vier Zahlen die Kubikzahlen.

Anmerkung:

Mit B = A-q, wobei A/B geklrzt, ist die Entwicklung der geometrischen Folge mit dem Faktor q:
C=A-A=A2 D=A-A-q E=A-A-qg-g=(A-q)?
F=A-A-A=A3 G=A-A-A-q H=A-A-A-q-q K=A-A-A-g-q-g=(A-q)®

Damit sind die gesuchten Zahlen bei gegebenen A und B:
A2z A-B B2
A3 Az-B A-B? B2

Die n-ten Potenzen natiirlicher Zahlen bilden mit n-1 eingefiigten Zahlen eine geometrische Folge.
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VIIL.3.

Stehen mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und sind sie die kleinsten
unter denen, die in diesem Verhiltnis stehen, dann sind die erste und die letzte Zahl
teilerfremd.

Wenn die Zahlen A, B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen und sind die kleinsten
unter den Zahlen im gleichen Verhiltnis, dann, sage ich, sind A und D teilerfremd.

Zu zwei kleinsten Zahlen E und F im gleichen Verhiltnis der Zahlen A B € D
A, B, C, D sind die drei kleinste Zahlen G, H, K im gleichen Verhiltnis
aufzusuchen und darauf weitere, bis die Anzahl der vorgegebenen Zahlen,
A, B, C, D, erreicht ist.

Es seien L, M, N, O diese Zahlen, die in gleichem Verhiltnis stehen wie E
und F, die als kleinste Zahlen in diesem Verhaltnis teilerfremd sind. sl %
Da E mit sich multipliziert G ist, F mit sich multipliziert K ist,
E mit G multipliziert L ist und F mit K multipliziert O ist, 6 H K
sind G und K und auch L und O teilerfremd.
Da A, B, C, D die kleinsten der Zahlen sind, derer die im gleichen Verhiltnis 4y n
stehen und auch L, M, N, O die kleinsten der Zahlen sind, die im gleichen
Verhiltnis stehen wie A, B, C, D, auch die Anzahl der Zahlen jeweils gleich

ist, deshalb ist A gleich L. und D gleich O. .

18 27

12 18 27

Wie L und O sind deshalb auch A und D teilerfremd, was zu zeigen wat.

VIII1 4.
Zu den kleinsten Zahlen in mehreren beliebigen Verhiltnissen die kleinsten Zahlen
finden, die in fortlaufender Proportion in den gegebenen Verhiltnissen stehen.

Es seien die Verhiltnisse A zu B, C zu D und E zu F in kleinstmdglichen Zahlen gegeben und
es sind die kleinsten Zahlen aufzusuchen, die in fortlaufender Proportion in den gegebenen
Verhiltnissen stehen.

Es sei G das kleinste gemeinsame Vielfache von B und C, auch H

gleich oft Vielfache von A wie G von B und auch K gleich oft 2| s

Vielfache von D wie G von C.
Es ist nun K Vielfache von E oder nicht. H G K L

Zunichst sei K Vielfache von E ebenso oft wie L. von F.

Da H so oft Vielfache von A ist wie G von B, verhilt

sich A zu B wie H zu G. Aus den gleichen Griinden verhalt sich

C zu D wie G zu K und verhilt sich auch E zu F wie K zu L.
Deshalb stehen die Zahlen H, G, K, L aufeinander folgend in den
Verhiltnissen wie A zu B, C zu D und E zu F und sie sind, sage ich,
auch die kleinsten. Denn sind nicht H, G, K, L. die kleinsten dieser
Zahlen, dann stehen kleinere, N, O, P, Q, aufeinander folgend in den Verhiltnissen A zu B, C
zu D und E zu FE A verhilt sich dann zu B wie N zu O.

A und B sind aber die kleinsten Zahlen in diesem Verhiltnis und sind Teiler der Zahlen im
gleichen Verhiltnis, die kleinere von den kleineren, die gré3ere von den gréBeren, nimlich das
Vorderglied von den Vordergliedern wie das Hinterglied von den Hintergliedern, weshalb O
Vielfache von B und auch von C ist.


http://opera-platonis.de/euklid/B8g/B8_4.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B8g/B8_3.htm

Da G das kleinste gemeinsame Vielfache von B und C ist, ist O auch Vielfache von G, die
kleinere von der gréBeren, was nicht moglich ist.

Deshalb stehen keine kleineren Zahlen als H, G, K, L aufeinander folgend in den Verhiltnissen
wie Azu B, CzuDund E zu E

Ist nun K nicht Vielfache von E, so sei M das kleinste gemeinsame Vielfache von E und K.
So oft M Vielfache von K ist, so oft sei N Vielfache von H und O Vielfache von G.

Auch sei P so oft Vielfache von F wie M Vielfache ist von E. Es verhalt sich dann H zu G wie
N zu O und, da sich A zu B verhilt wie H zu G, verhilt sich A zu B wie N zu O. Aus den
gleichen Griinden verhilt sich C zu D wie O zu M und verhalt sich E zu F wie M zu P.

Also stehen die Zahlen N, O, M, P aufeinander folgend in den Verhaltnissen wie A zu B, C zu
D und E zu F und sie sind, sage ich, auch die kleinsten.

Denn wenn nicht N, O, M, P die kleinsten dieser Zahlen sind, dann stehen kleinere, Q, R, S, T,
aufeinander folgend in den Verhiltnissen wie A zu B, C zu D und E zu .

Es verhilt sich dann A zu B wie Q zu R.

A und B sind aber die kleinsten Zahlen in diesem Verhiltnis und A B C D E F
sind Teiler der Zahlen im gleichen Verhiltnis, die kleinere von den
kleineren, die gréflere von den gréB3eren, nimlich das Vorderglied
von den Vordergliedern wie das Hinterglied von den Hintergliedern,
weshalb R Vielfache von B und auch von C ist.

Da G die kleinste gemeinsame Vielfache von B und C ist, ist R auch
Vielfache von G. Es verhilt sich dann G zu R wie K zu S und S ist
dann Vielfache von K und auch von E. Da M das kleinste N @ ¥ B
gemeinsame Vielfache von E und K ist, ist S auch Vielfache von M, ol wal o
die kleinere von der groB3eren, was nicht méglich ist.

Also stehen keine kleineren Zahlen als N, O, M, P aufeinander

folgend in den Verhiltnissen wie A zu B, C zu D und E zu F.

Deshalb sind N, O, M, P die kleinsten Zahlen, die in fortlaufender
Proportion in den Verhiltnissen wie A zu B, Czu D und E zu F

stehen, was zu zeigen war.

Anmerkung:
Zudenmit A:B, C:D, E:F gegebenen unterschiedlichen Verhéltnissen ist
N:O:M:P mit A:B=N:0, C:D=0:M, E:F=M:P

die dazu gehorende fortlaufende, nicht fortlaufend gleiche, Proportion.

Euklidischer Algorithmus zur Fortsetzung einer fortlaufenden Proportion:

Ein Verhaltnis oder eine fortlaufende Proportion V = A : ... F wird mit einem weiteren Verhéltnis G : H
fortgesetzt, indem V - kgV(F, G) / F ins Verhaltnis zu H - kgV(F, G) / G gesetzt wird.

Beispiele:
4:5 wird mit 2: 3 fortgesetzt, wobei kgV(b, 2) = 10, indem (4 :5)-10/5 ins Verhéltniszu 3-10/2
gesetzt wird und erhédltso 8:10: 15.

8:10:15 wird mit 4 : 3 fortgesetzt, wobei kgV(15, 4) = 60, indem (8 : 10 : 15) - 60/ 15 ins Verhéltnis
zu 3-60/4 gesetzt wird und erhéltso 32 :40: 60 : 45.



VIIL.5.

Das Verhiltnis zweier Produkte ist gleich den multiplizierten Verhiltnissen ihrer

Faktoren.

Wenn ein Produkt A die Faktoren C und D hat und ein anderes Produkt B die Faktoren E und
F, dann, sage ich, ist das Verhiltnis der Produkte A zu B gleich den multiplizierten

Verhiltnissen der Faktoren, also von C zu E mit D zu F.

Denn sind die zu den beiden Verhaltnissen C zu E und D zu F kleinsten
Zahlen aufeinander folgend in den gleichen Verhiltnissen G, H, K, dann
verhalt sich C zu E wie G zu H und verhalt sich D zu F wie H zu K.

Es sei D multipliziert mit E gleich L. Da D multipliziert mit C gleich A
ist, verhalt sich C zu E wie A zu L. Aber C verhilt sich zu E wie G zu H,
deshalb verhilt sich G zu H wie A zu L.

Da D multipliziert mit E gleich L ist und F multipliziert mit E gleich B,
verhilt sich D zu F wie L. zu B. Da sich D zu F verhilt wie H zu K,
verhilt sich H zu K wie L zu B.

Da zeigt wurde, dass sich G zu H verhilt wie A zu L, verhilt sich G zu
K wie A zu B und dann auch G zu K wie das Produkt aus den
Verhiltnissen C zu E mit D zu E

Deshalb verhalt sich A zu B wie das Produkt aus den Verhaltnissen C zu
E mit D zu F, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind die Produkte A=C:-D und B=E:F
dann stehen die Seiten von A und B in den Verhéltnissen C: E und D: F
Zu C:EundD:F sei(Satz Vlll.4.) die fortlaufende Proportion G : H: K.

Ist E-D=L undda D-C=Aist C:E=A:Lund,da C:E=G:H,ist G:
da E-D=L und E-F=B ist D:F=L:B und,da D:F=H:K, ist H:
und G:H:K=A:L:B

also G:K=A:B.

Da G:K=(C:E)-(D:F)

ist A:B=(C:E)-(D:F).

H
K

L.
B
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VIII.6.
Ist von mehreren Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion die zweite keine Vielfache
der ersten, ist keine Zahl Vielfache einer der anderen.

Wenn von Zahlen A, B, C, D, E, in fortlaufend gleicher Proportion, die zweite, B, nicht
Vielfache der ersten, A, ist, dann, sage ich, ist keine der Zahlen Vielfache einer der anderen.

Offensichtlich ist keine der Zahlen A, B, C, D, E Vielfache einer der ihr unmittelbar
vorhergehenden. Wenn B nicht Vielfache von A ist, dann, sage ich, ist auch keine der anderen
Zahlen Vielfache von A.

Ist aber C Vielfache von A und sind die kleinsten Zahlen im A B C D E
gleichen Verhiltnis der A, B, C die Zahlen F, G, H, dann stehen
auch jeweils die ersten mit den letzten davon im gleichen
Verhiltnis und es verhalt sich A zu C wie F zu H.

Da B nicht Vielfache von A ist, ist auch G nicht Vielfache von E E @ a
F ist aber nicht die Eins, denn jede Zahl ist Vielfache von Eins.
F und H sind teilerfremd. F verhilt sich zu H wie A zu C,
deshalb ist C nicht Vielfache von A.

16 24 36 54 81

Entsprechend kann gezeigt werden, dass dann keine der Zahlen Vielfache einer der anderen ist,
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Esist B=A-n, damit C=A-n%, D=A-n’>, E=A-n*

und es liegt mit A, B, C, D, E eine geometrische Folge naturlicher Zahlen vor.

Ist n keine natlrliche Zahl, dann ist B keine Vielfache von A, folglich auch nicht C, D und E.

Ist eines der Folgenglieder einer geometrischen Folge natlirlicher Zahlen nicht Vielfache eines anderen
Folgenglieds, ist keines der Folgenglieder Vielfache eines anderen Folgenglieds.

VIII.7.
Ist von mehreren Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion die letzte Zahl Vielfache der
ersten, dann ist auch die zweite Zahl Vielfache der ersten.

Wenn von Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion, A, B, C, D, die letzte Zahl, D, Vielfache

der ersten, A, ist, dann, sage ich, ist auch B Vielfache von A.

A B C D
Denn wenn B nicht Vielfache von A ist, ist keine Zahl Vielfache einer

der anderen. Diesem widersprechend ist B Vielfache von A. 3 gl 12| 24

Deshalb ist B Vielfache von A, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist A, B, C, D eine geometrische Folge natlrlicher Zahlen,

dannist B=A-q und C=A-¢?> D=A-¢°.

Ware g keine nattrliche Zahl, dann (Satz VIII.6.) wére auch D keine natlrliche Zahl.
Da D eine natlrliche Zahl ist, muss g eine natiirliche Zahl sein und B Vielfache von A.

Ist in einer geometrischen Folge nattrlicher Zahlen, das letzte Folgenglied Vielfache des ersten, dann
sind alle Folgenglieder Vielfache des ersten.
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VIII.8.

Konnen zwei Zahlen durch Einfiigen weiterer Zahlen zu einer fortlaufend gleichen
Proportion erginzt werden, dann kénnen ebenso viele Zahlen zwischen zwei andere
Zahlen, die im gleichen Verhiltnis stehen, eingefiigt und zu einer fortlaufend gleichen
Proportion erginzt werden.

Wenn zwei Zahlen A und B durch Einfiigen zweier Zahlen C und D zu einer fortlaufend
gleichen Proportion erginzt werden kénnen und die Zahlen E und F im gleichen Verhiltnis
stehen wie A und B, dann, sage ich, so wie A und B mit den eingefiigten Zahlen, so stehen auch
E und F mit ebenso vielen eingefiigten Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion.

Denn sind zu den Zahlen A, C, D, B die kleinsten Zahlen im gleichen Verhiltnis die Zahlen

G, H, K, L, dann sind G und L teilerfremd.

Es verhilt sich dann A zu B wie G zu L und weil sich A zu B verhilt wie E zu F, verhalt sich
auch G zu L wie E zu E

Da G und L teilerfremd sind und die kleinsten Zahlen unter denen im A C D B
gleichen Verhiltnis, sind sie Teiler der Zahlen im gleichen Verhaltnis,
die kleinere von den kleineren, die gré3ere von den gréB3eren, nimlich
das Vorderglied von den Vordergliedern wie das Hinterglied von den

Hintergliedern und deshalb ist E so oft Vielfache von G wie I von L. G H K L
Ebenso oft sei nun M ebenso oft Vielfache von H und N ebenso oft

Vielfache von K. u " %
Es sind dann E, M, N, F gleich oft Vielfache von G, H, K, L.

Da dann E; M, N, F im gleichen Verhiltnis stehen wie G, H, K, L, E N 4

stehen sie auch im gleichen Verhiltnis wie A, B, C, D.
16| 24| 36| 54

Deshalb kénnen so wie A und B auch E und F durch Einftigen gleich
vieler Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden,

was zu zeigen war.

Anmerkung:

Istgegeben A:B=E:F A:C:D:B = G:H:K:L, G/Lgekirzt,
dann E:F=G:L undesgibteinn (SatzVIl.22.),sodass G- n=E und L-n=F
Ist H-rn=Mund K-n=N, dann E:M:N:F=G:H:K:L=A:C:D:B

Kénnen zwei Zahlen zu einer geometrischen Folge erganzt werden, dann kénnen auch Zahlenpaare, die
zu ihnen in Proportion stehen, zu einer gleich langen geometrischen Folge ergénzt werden .
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VIII.9.

Konnen zwei teilerfremde Zahlen durch Einfiigen weiterer Zahlen zu einer fortlaufend
gleichen Proportion erginzt werden, dann kann mit ebenso vielen Zahlen die Eins und
jede der beiden Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden.

Wenn zwei teilerfremde Zahlen A und B durch Einfiigen zweier Zahlen C und D zu einer
fortlaufend gleichen Proportion erganzt werden konnen und E die Eins ist, dann, sage ich, mit
so vielen Zahlen wie A und B zu einer fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden kann,
mit ebenso viele Zahlen kénnen jeweils A, B und E zu einer fortlaufend gleichen Proportion
erginzt werden.

Denn nimmt man zu den Zahlen A, C, D, B die zwei kleinsten Zahlen £
im gleichen Verhaltnis F und G und daraus die drei kleinsten Zahlen H,

K, L. und daraus weitere bis man schlieBlich so viele Zahlen wie in A, 1
C, D, B erhilt, nimlich M, N, O, P, dann ist F multipliziert mit sich

gleich H, E &
F multipliziert mit H gleich M, G multipliziert mit sich gleich L. und
G multipliziert mit L gleich P.

Da dann M, N, O, P wie auch A, C, D, B die kleinsten Zahlen im H K L
Verhiltnis wie I zu G sind und die einen und die anderen die gleiche

Anzahl haben, ist jede einzelne je einer der andern gleich, 4 e
also ist M gleich A und P gleich B.

Da F multipliziert mit sich gleich H ist, verhalt sich E zu F wie F zu H. .- = = =
Da F multipliziert mit H gleich M ist, verhalt sich E zu F wie H zu M.
Da gezeigt wurde, dass sich E zu F verhalt wie F zu H, verhilt sich
dann

E zu F wie F zu H und wie H zu M. M aber ist gleich A,

also stehen E, F, H, A in einer fortgesetzt gleichen Proportion. 8| 12| 18] 27

Aus den gleichen Griinden verhilt sich E zu G wie G zu L und wie L
zu B und es stehen auch E, G, L, B in einer fortgesetzt gleichen Proportion.

Deshalb konnen A und Eins und auch B und Eins durch ebenso viele Zahlen zu einer
fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden wie A und B, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Gegeben A:C:D:B, wobei A/B gekirzt, E = 1.

Ist A:C=F:G,wobei F/G gekirzt,

dann gibtes zu F: G (Satz VIII.2.) die geometrischen Reihen H:K:L und M:N:O:PR
dadurchist F-F=H, F-H=M, G-G=L, G-L=P

Da auch M /P gekirzt,istA=M und B=P

Da E:F=F:H und F:H=H:M ist E:F:H:M=1:F:H:A.

Da E:G=G:L und G:L=L:P ist E:G:L:P =1:G:L:B.
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VIII.10.

Kann jede von zwei Zahlen und die Eins durch Einfiigen weiterer Zahlen zu einer
fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden, dann kénnen die beiden Zahlen durch
Einfiigen ebenso vieler Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion erginzt
werden.

Wenn die beiden Zahlen A und B und die Eins, die C sei, mit D, E und mit E, G zu fortlaufend
gleichen Proportionen erginzt werden kénnen, dann, sage ich, konnen A und B mit ebenso
vielen Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden.

Denn ist D multipliziert mit F gleich H, D multipliziert H gleich K, und F multipliziert mit H
gleich L und verhilt sich C zu D wie D zu E, dann ist D so oft
Vielfache von C wie E von D. c

E ergibt sich deshalb aus D multipliziert mit sich.

Da sich C zu D verhilt wie E zu A, ist D so oft Vielfache von C wie A
von E und es ergibt sich A aus D multipliziert mit E.

Aus den gleichen Griinden ist F multipliziert mit sich gleich G und F
multipliziert mit G gleich B. Da D multipliziert mit sich gleich E und

D multipliziert mit F gleich H, verhilt sich D zu F wie E zu H.

Aus den gleichen Griinden verhilt sich D zu F wie H zu G, E H G
deshalb auch E zu H wie H zu G.

Da nun D multipliziert mit E gleich A und

D multipliziert mit H gleich K ist, verhalt sich E zu H wie A zu K.

Da sich E zu H verhilt wie D zu F, verhilt sich D zu F wie A zu K.

Da D multipliziert mit H gleich K und F multipliziert mit H gleich L. 8| 12| 18| 27
ist, verhalt sich D zu F wie K zu L. Da sich D zu F verhilt wie A zu K|
verhilt sich A zu K wie K zu L.

Da F multipliziert mit H gleich L und F multipliziert mit G gleich B ist, verhalt sich H zu G wie
L. zu B. Da sich H zu G verhilt wie D zu E verhalt sich D zu F wie L. zu B.

Da, wie gezeigt, dass sich D zu F verhilt wie A zu K und K zu L, verhilt sich auch A zu K wie
K zu L. und wie L zu B,
womit A, K, L, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen.

Deshalb kénnen mit ebenso viel Zahlen wie A und B mit der Eins zu einer fortlaufend gleichen
Proportion erginzt werden kénnen, auch A und B zu einer fortlaufend gleichen Proportion
erginzt werden.

Anmerkung:

Sind 1:D:E:A und 1:F:G:B fortlaufend gleiche Proportionen natirlicher Zahlen,
dann kénnen A und B mit dem Euklidischen Algorithmus zur Fortsetzung einer fortlaufenden Proportion
zu den geometrischen Folgen E, H, G und A, K, L, B erganzt werden.
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VIII.11.

Zwischen zwei Quadratzahlen kann eine Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion
eingefiigt werden, und es verhalten sich die Quadratzahlen wie das mit sich
multiplizierte Verhiltnis der Grundzahlen.

Wenn zu zwei Quadratzahlen A und B die Grundzahlen C und D sind, dann, sage ich, kann
zwischen A und B eine Zahl E zu einer fortlaufend gleichen Proportion eingefiigt werden und
auch, dass sich A zu B verhilt wie das mit sich multiplizierte Verhiltnis von C und D.

Denn wenn C multipliziert mit D gleich E, C multipliziert mit sich gleich A E B
A und D multipliziert mit sich gleich B ist, dann verhilt sich C zu D wie
A zu E, auch verhilt sich C zu D wie E zu B. 4 6 9

Da sich A zu E verhilt wie E zu B, ist zwischen A und B eine Zahl zu
einer fortlaufend gleichen Proportion eingefiigt. c v

Dann, sage ich, verhilt sich A zu B wie das das mit sich multiplizierte

Verhiltnis von C und D. Denn da A, E, B in fortlaufend gleicher 2 3
Proportion stehen, verhilt sich A zu B wie das mit sich multiplizierte

Verhiltnis von A und E.

Da sich A zu E verhilt wie C zu D, verhilt sich A zu B wie das mit sich multiplizierte
Verhiltnis von C und D.

Deshalb verhalten sich zwei Quadratzahlen wie das mit sich multiplizierte Verhiltnis der
Grundzahlen, was zu zeigen war.

Anmerkung 1: C2:D2= (C: D)?

Anmerkung 2:
Ist D: C = p und ist das verkleinerte Verhaltnis [BuchIV] g =p -1,
dannist A+ (qA+g(A+gA) = A+9g2A+2qgA = B.

Mit a2=A, b2=B und g=(b-a)/a ist
A+qg2a2+2qga2 = A+ (b-a)2+2a(b-a) =B

wie es der geometrischen Losung [VI.24] entspricht.

Das Ghomon G =(b-a)2+2a(b-a) = b2-a2

kann bei entsprechendem B eine Quadratzahl sein und die Gleichung A + G = B erflllen.

Beispiel: A=9, B=25 mit p=5:3 und q=2:3.
damitist E = p A =15 mit der fortlaufenden Proportion 9 : 15 : 25
und G=qgq2A+2qgA =16,
womit 9 + 16 = 26 mit dem quadratischen Tripel (3, 4, 5).
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VIII.12.

Zwischen zwei Kubikzahlen kénnen zwei Zahlen zu einer fortlaufenden Proportion
eingefiigt werden, und es verhalten sich die Kubikzahlen wie das dreimal als Faktor
genommene Verhiltnis der Grundzahlen.

Wenn zu zwei Kubikzahlen A und B die Grundzahlen C und D sind,
dann, sage ich, konnen zwischen A und B zwei Zahlen im Verhiltnis
von C und D zu einer fortlaufend gleichen Proportion eingefiigt
werden und auch, dass sich A zu B verhilt wie das dreimal als Faktor
genommene Verhiltnis von C und D.

Denn wenn C multipliziert mit sich gleich E ist, C mit D multipliziert
gleich F, D mit sich multipliziert gleich G, C mit F multipliziert gleich
H, D multipliziert mit F gleich K ist, dann ist, da A eine Kubikzahl
und C multipliziert mit sich gleich E ist, C multipliziert mit E gleich A.
Aus den gleichen Griinden ist D multipliziert mit G gleich B.

Da C multipliziert mit sich gleich E und C multipliziert mit D gleich F 2 3

ist, verhilt sich C zu D wie E zu F. Aus den gleichen Griinden verhalt

sich C zu D wie F zu G. Da C multipliziert mit E gleich A und C

multipliziert mit F gleich H ist, verhilt sich E zu F wie A zu H. Da E zu F sich verhilt wie C zu
D, verhilt sich C zu D wie A zu H.

Da aber C multipliziert mit F gleich H und D multipliziert mit F gleich K ist, verhilt sich C zu
D wie H zu K. Da D multipliziert mit F gleich K ist und D multipliziert mit G gleich B, verhilt
sich F zu G wie K zu B. Da F zu G sich verhilt wie C zu D, verhilt sich C zu D wie A zu H,
wie H zu K und wie K zu B. Zwischen A und B sind deshalb H und K zu einer fortlaufend
gleichen Proportion eingefgt.

Dann, sage ich, verhilt sich A zu B wie das dreimal als Faktor genommene Verhiltnis von
Cund D. Denn da A, H, K, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen, verhilt sich A zu B
wie das dreimal als Faktor genommene Verhiltnis von A und H. Da sich A zu H verhilt wie C
zu D, verhilt sich A zu B wie das dreimal als Faktor genommene Verhiltnis von C und D.

Deshalb verhalten sich zwei Kubikzahlen wie das dreimal als Faktor genommene Verhiltnis der
Grundzahlen, was zu zeigen war.

Anmerkung 1: C3:D3 = (C:D)3
Bei Fortsetzung des Verfahrens in VII.11, VIII.12 gilt fir alle natlrlichen Zahlen n: C": D" = (C: D)".

Anmerkung 2:
Mit a3 =A, b3=B und D:C =p istdas verkleinerte Verhéaltnis [BuchIV] g=p-1 = (b-a)/a.

Die kubische Ergdnzung M in A + M = B ist (Fortsetzung der Reihe in Anmerkung zu VIIl.11)
A+qgA+qgA+qgA+q((A+qgA)+g(A+gA) = A+3gA+3g2A+g3A = B.
Damitist M= 3gA+3g2A+g%A = (b-a)®*+3ab(b-a).

Mit geeigneten a und b kann 3 ab (b-a) eine Kubikzahl sein,
womit, M;=(b-a)® und M, =3ab (b-a),
die Gleichung A + M; + M, = B in Kubikzahlen Iésbar ist.

Beispiel: 1:9:81:729 eine fortlaufende Proportion mit p =9 und q = 8, woraus
1+ 216 + 512 =729 mit dem kubischen Quadrupel (1, 6, 8, 9) und dessen Doppelten
8 + 1728 + 4096 = 5832 mit dem kubischen Quadrupel (2, 12, 16, 18).
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VIII.13.

Werden mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion mit sich selbst multipliziert,
stehen die Produkte gleichfalls in fortlaufend gleicher Proportion, werden diese mit
den Anfangszahlen nochmals multipliziert, dann ebenfalls und auch dann, wenn dies
wiederholt wird.

Wenn Zahlen A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion stehen, dann verhilt sich A zu B wie B
zu C. Ist A multipliziert mit sich gleich D, B multipliziert mit sich gleich E, C multipliziert mit
sich gleich F, A multipliziert mit D gleich G, B multipliziert mit E gleich H und C multipliziert
mit I gleich K, dann, sage ich, stehen sowohl die Zahlen D, E, F wie auch G, H, K in
fortlaufend gleicher Proportion.

Denn wenn A multipliziert mit B gleich L, A multipliziert mit L gleich M,
B multipliziert mit L. gleich N, B multipliziert mit C gleich O, B multipliziert mit O gleich P und
C multipliziert mit O gleich Q ist, dann stehen aus

den gleichen Griinden, wie bereits gezeigt, D, L, E A B €

und G, M, N, H in fortlaufend gleicher Proportion
mit dem gleichen Verhiltnis unter sich wie

Aund B, so wie auch E, O, Fund H, P, Q, K in
fortlaufend gleicher Proportion und im gleichen D L E o E
Verhiltnis unter sich wie B und C stehen.

Da sich A zu B verhilt wie B zu C stehen D, I, E
und E, O, F unter sich im gleichen Verhiltnis und
ebenso G, M, N, Hund H, P, Q, K. g o N H A K

Die gleichen Vielfachen der D, L, E sind dann s| 16 32| ea| 128 256 s12
gleich den gleichen Vielfachen der E, O, F und
ebenso sind die gleichen Vielfachen der G, M, N, H
den gleichen Vielfachen der H, P, Q, K gleich.

Deshalb verhilt sich D zu E wie E zu F und G zu H wie H zu K, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Gleiche Potenzen der Zahlen einer geometrischen Folge bilden eine geometrische Folge.
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VIII.14.

Ist eine Quadratzahl Teiler einer anderen Quadratzahl, dann ist auch die Grundzahl der
einen Quadratzahl Teiler der anderen und ist eine Grundzahl Teiler einer anderen, so
sind es auch ihre Quadratzahlen.

Wenn von zwei Quadratzahlen A und B die eine ein Teiler der anderen ist und C und D ihre
Grundzahlen sind, dann, sage ich, ist auch C ein Teiler von D.

Denn ist C multipliziert mit D gleich E, dann stehen A, E, B in fortlaufend gleicher Proportion
im Verhiltnis wie C und D. Da A Teiler von B ist, ist deshalb A auch

Teiler von E und es verhilt sich A zu E wie C zu D. Deshalb ist C Teiler A E B
von D.

Ist nun C Teiler von D, dann, sage ich, ist auch A Teiler von B. 4 8 16
Da A, E, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen im Verhiltnis C zu
D, da sich C zu D verhilt wie A zu E und da C Teiler von D ist, deshalb
ist

A Teiler von E. Da aber A, E, B in fortlaufend gleicher Proportion
stehen ist auch A Teiler von B.

Deshalb ist von den Grundzahlen zweier Quadratzahlen die eine

Grundzahl Teiler der anderen, wenn von den Quadratzahlen die eine

Teiler der anderen ist und es ist von den Quadratzahlen eine Teiler der anderen, wenn von den
Grundzahlen eine Teiler der anderen ist, was zu zeigen wat.

VIII.15.
Ist eine Kubikzahl Teiler einer anderen Kubikzahl, dann ist auch die Grundzahl der

einen Teiler der anderen und ist eine Grundzahl Teiler einer anderen, so sind es auch
ihre Kubikzahlen.

Wenn eine Kubikzahl A Teiler einer anderen B ist und C und D sind ihre Grundzahlen, dann,
sage ich, C ist auch Teiler von D.Denn ist C multipliziert mit sich gleich

E, C multipliziert mit D gleich F, D multipliziert mit sich gleich G, C A H K B
multipliziert mit I gleich H und

D multipliziert mit F gleich K, dann stehen offensichtlich E, F, G und 8] 16 321 64
auch A, H, K| B in fortlaufend gleicher Proportion im Verhiltnis C zu
D. Da A Teiler von B ist, ist A auch Teiler von H und es E F G

verhilt sich A zu H wie C zu D. Deshalb ist C Teiler von D.

Ist nun C Teiler von D, dann, sage ich, ist auch A Teiler von B.

Denn durch dhnliches Vorgehen kann gezeigt werden, dass A, H, K, B
in fortlaufend gleicher Proportion und im Verhiltnis wie C und D c D
stehen. Da C Teiler von D ist, verhalt sich C zu D wie A zu H, also ist '

A Teiler von H. 2 4

Deshalb ist A auch Teiler von B, was zu zeigen war.
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VIII.16.
Sind zwei Quadratzahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Grundzahlen und sind
zwei Zahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Quadratzahlen.

Wenn C und D die Grundzahlen der Quadratzahlen A und B sind
und A und B sind teilerfremd, dann, sage ich, sind auch C und D teilerfremd.

Denn ist C Teiler von D, dann ist auch A Teiler von B.

Da aber A nicht Teiler von B ist, ist C auch nicht Teiler von D.

Ist aber C nicht Teiler von D, dann, sage ich, ist A auch nicht Teiler von B. Denn

ist A Teiler von B, dann ist auch C Teiler von D. c D

Da aber C nicht Teiler von D ist, ist A auch nicht Teiler von B, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist C2/D? gekurzt, dannist C/D gekirzt und umgekehrt.

VIII.17.
Sind zwei Kubikzahlen teilerfremmd, dann sind es auch ihre Grundzahlen und sind zwei
Zahlen teilerfremnd, dann sind es auch ihre Kubikzahlen.

Wenn C und D die Grundzahlen der Kubikzahlen A und B sind und A und B
sind teilerfremd, dann, sage ich, sind auch C und D teilerfremd.

Denn ist C Teiler von D, dann ist auch A Teiler von B.
Da aber A nicht Teiler von B ist, ist C auch nicht Teiler von D.

Da C nicht Teiler von D ist, sage ich, ist A auch nicht Teiler von B.
Denn ist A Teiler von B, dann ist auch C Teiler von D.

Da aber C nicht Teiler von D ist, ist A auch nicht Teiler von B, was zu zeigen 2 3
wat.

Anmerkung:

Ist C3/ D3 gekurzt, dannist C/D gekirzt und umgekehrt.

Bei beliebiger Fortsetzung des Verfahrens in VIII.16, VIII.17 gilt fur alle natirlichen Zahlen k:
Ist C*/D* gekurzt, dannist C/D geklrzt und umgekehrt.
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VIII.18.

Ahnliche Produkte kénnen mit einer eingefiigten Zahl zu einer fortlaufend gleichen
Proportion erginzt werden und ihr Verhiltnis ist gleich dem der Quadratzahlen der
Faktoren im gleichen Verhiltnis.

Von zwei dhnlichen Produkten A und B, habe A die Faktoren C und D und B die Faktoren E
und E Da A und B zwei dhnliche Produkte sind, stehen ihre Faktoren in Proportion, also
verhilt sich C zu D wie E zu E

Dann, sage ich, kann zwischen A und B eine Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion
eingefiigt werden und es verhalt sich A zu B wie die Quadratzahlen von C und E und auch wie
die Quadratzahlen von D und F.

Denn, da sich C zu D verhilt wie E zu E, verhilt sich nach Umordnung C zu E wie D zu E
Der Produkt A ergibt sich aus C multipliziert mit D,

das Produkt B aus E multipliziert mit F.

Ist nun D multipliziert mit E gleich G und da D multipliziert mit C A G B
gleich A ist,

verhilt sich C zu E wie A zu G. Da sich C zu E verhilt wie D zu F, 6 12 24
verhilt sich D zu F wie A zu G.

Da nun E multipliziert mit D gleich G ist und

E multipliziert mit F gleich B, verhalt sich D zu F wie G zu B.

Da, wie gezeigt, D zu F sich verhilt wie A zu G,

verhilt sich A zu G wie G zu B.

Damit wurde zwischen A und B eine mittlere Proportionalzahl
eingefiigt und es stehen A, G, B in einer fortlaufend gleicher Proportion.

Dann, sage ich, verhalt sich A zu B wie die Quadratzahlen von C und E und auch wie die
Quadratzahlen von D und E

Da A, G, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen, verhilt sich A zu B wie die Quadratzahl
von A und die Quadratzahl von G. Da sich A zu G verhilt wie C zu E und wie D zu F, verhilt
sich A zu B wie die Quadratzahl von C zur Quadratzahl von E und auch wie die Quadratzahl
von D zur Quadratzahl von F, was zu zeigen war.

Anmerkung:

A=C-D, B=E-F wobeiwegen Ahnlichkeit der Produkte C: D =E: F
Da C:D=E:F st C:E=D:F
Ist D-C=A undist D-E=G, dannist D:F=A:G
Da D‘'E=Gund E-F=Bist D:F=G:B.Da A:G=G:Bist A:G:B.
Da A:B=A2:@G?
und A:G=C:E=D:F ist A:B=C2:E2=D2:F2

somit (C-D):(E-F)=C2:E2=D2:F2
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VIII.19.

Ahnliche Produkte dreier Faktoren kénnen mit zwei eingefiigten Zahlen zu einer
fortlaufend gleichen Proportion ergdnzt werden und ihr Verhiltnis ist wie das der
Kubikzahlen der Faktoren im gleichen Verhiltnis.

Von zwei dhnlichen Produkten A und B, habe A die Faktoren C, D, E und B die Faktoren E, G,
H. Da A und B zwei ahnliche Produkte sind, stehen ihre Faktoren in Proportion, also verhilt
sich C zu D wie F zu G und D zu E wie G zu H.

Dann, sage ich, konnen A und B mit zwei eingefiigten Zahlen zu einer fortlaufend gleichen
Proportion erginzt werden und es verhilt sich A zu B wie die Kubikzahlen von C und F, von D
und G und von E und H.

Denn, ist C multipliziert mit D gleich K und F multipliziert mit G gleich L,

dann verhilt sich C zu D wie F zu G.

Also sind K und L dhnliche Produkte zweier Faktoren, in die zu fortlaufend gleicher
Proportion eine Zahl eingefligt werden kann; diese sei M und sie ergibt sich aus D multipliziert
mit F Da D multipliziert mit C gleich K und D multipliziert mit F gleich M ist, verhilt sich C
zu F wie K zu M. K zu M verhilt sich deshalb wie M zu L.

Also stehen K, M, L in fortlaufend gleicher Proportion im Verhiltnis wie C zu E

Da C zu D sich verhilt wie F zu G, verhilt sich C zu F wie D zu G.

Aus den gleichen Griinden verhilt sich D zu G wie E zu H. Also stehen K, M, L in den
Verhiltnissen C zu E, D zu G und E zu H. A c D B

Da A ein Produkt ist mit den Faktoren C, D, E, ist C
multipliziert mit D multipliziert mit E gleich A. Es ist C
multipliziert mit D gleich K, deshalb ist E multipliziert mit K
gleich A. E F G
Ist E multipliziert mit M gleich N und H multipliziert mit M

gleich O, dann ist aus den gleichen Griinden 4 6 9
H multipliziert mit L gleich B.

Da E multipliziert mit K gleich A und H
E multipliziert mit M gleich N ist, verhalt sich K zu M wie

A zu N. Deshalb verhilt sich K zu M wie C zu E, 2| 2| 4 3| 3 6
wie D zu G, wie E zu H und wie A zu N.

Da nun E multipliziert mit M gleich N und H multipliziert mit M

gleich O ist, verhilt sich E zu H wie N zu O, also verhilt sich E zu H wie C zu E, wie D zu G,
wie E zu H, wie A zu N und wie N zu O.

Da H multipliziert mit M gleich O und H multipliziert mit L gleich B ist, verhalt sich M zu L
wie O zu B. Also verhalt sich

M zu L wie C zu F, wie D zu G, wie E zu H, wie A zu N, wie N zu O und wie O zu B.

Es stehen dann A, N, O, B in fortlaufend gleicher Proportion.

Es verhalt sich dann, sage ich, A zu B wie die Kubikzahlen von C und F, von D und G und von
E und H.

Da A, N, O, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen, verhalt sich A zu B wie die Kubikzahl
von A zur Kubikzahl von N. Da sich A zu N verhilt wie C zu F, wie D zu G und wie E zu H,
was gezeigt wurde, verhilt sich A zu B wie die Kubikzahl von C zur Kubikzahl von F, wie die
Kubikzahl von D zur Kubikzahl von G und wie die Kubikzahl von E zur Kubikzahl von H,
was zu zeigen war.
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Anmerkung:

A=C-D-E, B=F-G-H, wobei wegen Ahnlichkeit der Produkte A =B q
und C:F=D:G=E:H

Ist C-D=K und F-G=L, dannist K-E=A und L-H=B.

und es gibt mit der Ergédnzung von K : L zur fortgesetzt gleichen Proportion ein M,

sodass D-F=M undda D-C=Kist C:F=K: M

da G-F=L st D:G=M:L somit K:M:L
Ist E-M=Nund H-M=0, dannist E:H=N:0
da E-K=A und E-M =N, ist K:M=A:N
somit K:M=C:F=D:G=E:H=A:N=N:0O
Esistwieoben K:M=M:L, da H-M=0O und H-L=B
ist M:L=0:B und damit ist N:0O=0:B und A:N:0:B
Da A:N=C:F=D:G=E:H ist A:B=C3: F3—D3 G3=E3:H3
damitist (C-D-E):(F-G-H)=C3:F3=D3:G3=E3:Hs3.

VIII.20.
Koénnen zwei Zahlen mit einer eingefiigten Zahl zu einer fortlaufend gleichen
Proportion erginzt werden, dann sind sie dhnliche Produkte.

Wenn zwischen zwei Zahlen A und B eine Zahl C zu einer fortlaufend gleichen Proportion
eingefligt werden kann, dann, sage ich, sind A und B dhnliche Produkte.

Denn, sind D und E die kleinsten Zahlen im gleichen Verhiltnis wie A und C, dann ist D gleich
oft Teiler von A wie E von C und ebenso oft sei FF Vielfache der Eins. Dann ist F multipliziert
mit D gleich A. Ist A ein Produkt, sind D und F Faktoren.

Da D und E die kleinsten Zahlen sind im gleichen Verhiltnis wie C und B, ist D gleich oft
Teiler von C wie E von B und ebenso oft sei die G Vielfache der Eins. Dann ist G multipliziert

mit E gleich B. Ist auch B ein Produkt, sind E und G Faktoren. A c B

Sodann, sage ich, sind die Produkte dhnlich. Es ist F multipliziert mit D
gleich A und F multipliziert mit E gleich C ist, also verhilt sich D zu E 8 12 18
wie A zu C und wie C zu B. Da nun E multipliziert mit F gleich C und
E multipliziert mit G gleich B ist, verhilt sich F zu G wie C zu B.

Da C zu B sich verhilt wie D zu E, verhalt sich D zu E wie F zu G und,
bei Umordnung, verhilt sich D zu F wie E zu G.

Da ihre Faktoren in Proportion stehen, sind A und B dhnliche Produkte,
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist A:C:B

undist A/C=D/E wobei D/E gekiirzt, dann D-C/E=A undfir F=C/E ist D-F=A
Ist D/E=C/B dann E-C/D =B undfirG=C/D ist E-G=B

Es ist D:E=A:C=C:B.
Wegen E:-F=Cund E-G=B ist F:G=C:B und D:E=F:G,
damitist D: F=E: G, undesist A zu B proportional mit dem Proportionalitatsfaktor E / D.


http://opera-platonis.de/euklid/B8g/B8_20.htm

VIII.21.
Konnen zwei Zahlen mit zwei eingefiigten Zahlen zu einer fortlaufend gleichen
Proportion erginzt werden, sind sie dhnliche Produkte dreier Faktoren.

Wenn zwischen zwei Zahlen A und B zwei Zahlen C und D zu einer fortlaufend gleichen
Proportion eingefiigt werden kénnen, sage ich, sind A und B dhnliche Produkte dreier
Faktoren.

Denn, sind E, F, G die kleinsten Zahlen im Verhiltnis der A, C, D, dann sind E und G mit
einer Zahl F zu einer fortlaufend gleichen Proportion erginzt und E und G sind dhnliche
Produkte. Hat E die Faktoren H und K und G die Faktoren L. und M, dann verhilt sich H zu L
wie K zu M. Es sind A, C, D gleiche Vielfache im Verhiltnis wie E, F, G.

Da E und G die kleinsten Zahlen unter denen sind, die das gleiche Verhaltnis haben, sind sie
gleiche Teiler, die groéB3ere von den groBeren wie die kleinere von den kleineren, nimlich das
Vorderglied von den Vordergliedern und das Hinterglied von den Hintergliedern.

Deshalb ist E ebenso oft Teiler von A wie G Teiler von D. Ist A so oft Vielfache von E wie N
Vielfache der Fins, dann ist N multipliziert mit E gleich A. Da H multipliziert mit K gleich E
ist, ist deshalb N multipliziert mit H multipliziert mit K gleich A.

Da A ein Produkt ist, sind H, K, N seine Faktoren.

Da nun E, E G die kleinsten Zahlen im gleichen Verhaltnis wie C, D, B sind, ist E so oft Teiler
von C wie G von B. Ist C so oft Vielfache von E wie

O Vielfache der Eins, dann ist O multipliziert mit G gleich B,
L. multipliziert mit M gleich G, also O multipliziert mit L.
multipliziert mit M gleich B.

Da B ein Produkt ist, sind L, M, O seine Faktoren.

A c D B

16 24 36 54

E F G
A und B sind dann, sage ich, dhnliche Produkte.
Denn wenn N multipliziert mit E gleich A und i - 9
O multipliziert mit E gleich C ist, dann verhalt sich N zu O
wie A zu C und wie E zu E Da sich E zu F verhilt wie H K N L m O

H zu L. und wie K zu M, verhilt sich H zu L. wie K zu M und

wie N zu O, wobei H, K, N die Faktoren von A und L, M, N die d I o I
Faktoren von B sind.

Deshalb sind Produkte A und B dhnliche Produkte, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist A:C:D:B eine geometrische Folge mit C = A-q, dannsind A, B Kubikzahlen.
undist D: A=G:E, G:E gekirzt, dannist E-q = F das mittlere Glied von E: F: G.

Ist F eine natlrliche Zahl, dann sind E und G natirlicher Zahlen.

Da A Vielfache von E, gibteseinN,sodass E-N=A

Ist E=H:-K,dannist H-K-N=A

Da C:D:B=E:F:G, gibteseinO,sodass E-O=C und G-O=B

Da B Vielfache von G, gibt esein O,sodass G- O =B

Ist G=L-M, dannist L-M-0 =B

Da N°‘-E=Aund O-E=C ist N:O=A:C=E:F

Da E:F=H:L=K:Mist H:L=K:M=N:0

damitsind L, M, O zu H, K, N proportional und deshalb die Faktoren ahnlicher Produkte.
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VIII.22.
Stehen drei Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und ist die erste eine
Quadratzahl, dann ist auch die dritte eine Quadratzahl.

Wenn die Zahlen A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion stehen und A ist eine Quadratzahl,
dann, sage ich, ist auch C eine Quadratzahl.

Denn ist B eine Zahl, mit der A und C zu einer fortlaufend gleichen A B c
Proportion erginzt sind, dann sind A und C dhnliche Produkte.
A ist Quadratzahl. 4 6 9

Deshalb ist auch C Quadratzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist A=a2 dannist A:B:C=a2:(a2-q):(a?-qg?
und das letzte Glied (a - q)2 der Proportion ist eine Quadratzahl.

VIII.23.
Stehen vier Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und ist die erste eine Kubikzahl,
dann ist auch die vierte eine Kubikzahl.

Wenn die Zahlen A, B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen und A ist eine
Kubikzahl, dann, sage ich, ist auch D eine Kubikzahl.

Denn sind B und C zwei Zahlen, mit denen A und D zu einer A n c D
fortlaufend gleichen Proportion erginzt wurden, dann sind A und '

D Zhnliche Produkte. gl 12 18l 27
A ist Kubikzahl.

Deshalb ist auch D Kubikzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist A=a3 dannist A:B:C:D=a%:(a3-q):(a®-qg?): (a3 -
und das letzte Glied (a - q)3 der Proportion ist eine Kubikzahl.

Bei beliebiger Fortsetzung des Verfahrens in VIII.22, VIII.23 gilt fir natirliche Zahlen k, a;:

Ist das erste Glied a; = m* einer geometrischen Folge von k+1 Gliedern und dem Faktor q,
dann ist das letzte Glied a1 = (m- )%, und a; und ac+ sind Potenzen mit Exponent k.
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VIII.24.

Ist das Verhiltnis zweier Zahlen wie das zweier Quadratzahlen und ist die erste eine

Quadratzahl, dann ist auch die andere eine Quadratzahl.
Wenn die Zahlen A und B sich verhalten wie die Quadratzahlen C und D und ist
A eine Quadratzahl, dann, sage ich, ist auch B eine Quadratzahl.

Denn sind C und D Quadratzahlen, dann sind sie dhnliche Produkte.
Also kénnen C und D durch eine Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion
erginzt werden. Da sich C und D verhalten wie A und B, kénnen auch A und B

zu einer fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden.
A ist Quadratzahl.

Deshalb ist auch B Quadratzahl, was zu zeigen war.
Anmerkung:

Ist fir natlrliche Zahlen A/B=c¢2/d?2, C=c¢2 D=d?2 und A= a2
dann ist a2/B=c¢2/d? und a2:-d2/c2=B und B = b2

VIII.25.

16

Ist das Verhiltnis zweier Zahlen wie das zweier Kubikzahlen und ist die erste eine

Kubikzahl, dann ist auch die andere eine Kubikzahl.

Wenn die Zahlen A und B sich verhalten wie die Kubikzahlen C und D und ist
A eine Kubikzahl, dann, sage ich, ist auch B eine Kubikzahl.

Denn sind C und D Kubikzahlen, dann sind sie dhnliche Produkte A E
dreier Faktoren. Also konnen C und D durch zwei Zahlen zu einer
fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden. 8| 12
Da sich C und D verhalten wie A und B, konnen auch A und B mit
zwei Zahlen E und F zu einer fortlaufend gleichen Proportion der c

vier Zahlen A, E, F, B erginzt werden.
A ist Kubikzahl. 64

Deshalb ist auch B Kubikzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist flr natlrliche Zahlen A/B=c¢3/d3 C=c¢3 D=d® und A=2a3
dann ist a3/B=c¢3/d® und a3-d3/c3=B und B = b3.

Bei beliebiger Fortsetzung des Verfahrens in VIII.23, VIII.24 gilt fur alle natirlichen Zahlen k:
Ist fir natirliche Zahlen A/B=c"/d*, C=c* D=d“ und A =a"
dann ist a“/B=c*/d* und a“-d“/c*=B und B = b~

18

36

27

216
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VIII.26.
Ein Produkt steht zu einem dhnlichen Produkt in einem Verhiltnis wie Quadratzahlen
zueinander.

Wenn A und B dhnliche Produkte sind, dann, sage ich, gibt es zwei Quadratzahlen, die sich

verhalten wie A zu B. A C
Denn die dhnlichen Produkte A und B kénnen mit einer Zahl zu einer
fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden; diese sei C. B2 =
Sind D, E, F die kleinsten Zahlen im gleichen Verhiltnis wie A, C, B, dann sind

D und F Quadratzahlen und D verhilt sich zu F wie A zu B. D E

Da D und F Quadratzahlen sind im gleichen Verhiltnis wie A und B, stehen
A und B im gleichen Verhiltnis wie Quadratzahlen, was zu zeigen war.

VIIIL.27.
Ein Produkt dreier Faktoren steht zu einem dhnlichen Produkt in einem Verhiltnis wie
Kubikzahlen zueinander.

Wenn A und B dhnliche Produkte dreier Faktoren sind, dann, sage ich, gibt es zwei

Kubikzahlen, die sich verhalten wie A zu B.

- . ) ) ) A c D B
Denn die Produkte A und B konnen mit zwei Zahlen zu einer

fortlaufend gleichen Proportion erginzt werden; diese seien C und D.
Sind E, E, G, H die kleinsten Zahlen im Verhaltnis

wie A, C, D, B, dann sind E und H Kubikzahlen.

Dic Kubikzahl E verhilt sich zu H wie A zu B. = koW

Also verhalten sich A und B wie zwei Kubikzahlen, was zu zeigen war. 1 2 4 8
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